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ОЦЕНКА И СРАВНЕНИЕ НЕКОТОРЫХ МЕТОДОВ 
РАСЧЕТА НАПРЯЖЕНИЙ КРУЧЕНИЯ
Кондратюк В.Ф., Вербило И.Н., Эльхади Саид
Simple formulas, that give satisfactory results, o f  tension calculation o f  torsion o f  arbitrary section 
rods are presented here.
В настоящее время в расчетах конструкций 
широко используются универсальные компью­
терные комплексы на базе методов теории ко­
нечных элементов с мощной сервисной поддер­
жкой. Не потеряли своего значения и «прозрачные» 
методы сопротивления материалов (одномерные 
модехга) и аналитические приближенные методы 
теории упругости, в частности, вариационные. С 
помощью последних можно получать решения с 
достаточной для практических целей точностью по 
сильно усеченньпи математическим моделям — по 
первому приближению. Это дает возможность опе­
ративно оценить различные конструктивные реше­
ния на ранних стадиях проектирования, а также 
при модернизации конструкции, позволяет вьшол- 
нить тестирование приобретаемых комхиьютерных 
программ, а учитывая, что на практике принима­
ются значительные коэффициенты запаса, полу­
ченные приближенные решения могут оказаться 
достаточныкш.
Рассматриваем задачу кручения конструк­
ции с произвольным поперечным сечением и 
возможно переменным по ее длине.
В работе [1] рассмотрен расчет кручения рамы 
автомобиля от воздействия дороги заданием кине- 
малической связи — имитация неровности проез­
жей части. Упругие перемешения по трем коорди­
натам аппроксйкшроваішсь степенными рядами. 
Обобщенные переА1ещения вычислялись на основе 
вариационного уравнения Лагранжа (метод Треф- 
фтца) в результате решения 37 шшейных алгебраи­
ческих уравнений (24 вариационных, 12 уравнений 
внутренних связей, одно уранение кшіематйческой 
связи, задающее перемещение некоторой точки).
В работе [2] показано, что аналогичная задача 
может быть сведена к нахождению только двух
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перемещений: депланации сечений (перемеще­
ний м = Uyz вдоль продольной оси х) и трансвер­
сальному = W^rx {у, z -  горизонтальная и вер­
тикальная оси сечения, г -  его линейная полярная 
координата). Обобщенные переь1 ещения6 '^ , 
находятся в первом приближении по двум алгеб­
раическим уравнениям. Коэффициенты уравнений 
при неизвестных содержат объемные интегралы, 
представляющие собой физические (материал нео­
днороден, модуль сдвига — функция координат) 
или геометрические моменты второго порядка, ум­
ноженные на постоянный модуль сдвига G , если 
материал конструкции одаородный.
В настоящей статье рассмотрим элемент посто­
янного поперечного сечения, вьшолненный из од­
нородного материала.
Разрещающая система уравнений:
bU + J W = 0 ,  JU + b W = T ’ 
b = G j (у^ + z^)dA, J ^ g \ (у '  -  z^)dA
V V
и ли b = G{J^ + J у), J  = G{J^ -  Jy ), 
вые моменты инерции. 
Определители системы:
Л . Jy-ocQ-
ъ J 0 J ъ 0
д = = Ъ^-Г;  Л, = = -JT; д, = =ьт.
J ъ т ъ J т
Рещение системы уравнений:
^ : . - G ( ^  + ^ )  = G(U+WJy;  
oz ах
dv dw
- ^ > . = ^ ( — + — ) = ( - и : + ю = о .
oz (fy




Касательные напряжения, выраженные че­
рез относительный угол закручивания:
Л
^  Л  + л .
е z; x ^ = 2 G
J
J , + J ,
-e у.
Сравнение с точным решением 
по наибольшим касательным напряжениям 





U  =  A J  ^  =  - J T  / {b^  -  J " ) ;  й ;  =  A j  /  Д  =  b T / ( b ^  -  J ^ ) ,  
b^
Относительный угол закрунивания (x  = l): 
Q ^ ^ J r  = W^x = W,-l = ЬТІф^ -  J ') .
Крутящий момент p ,  выраженный через 
относительный угол закручивания:
T = [{b^-J^)/b]  0 = 4G[^J/(J,+J )^] а
Сравнение результатов с точным рещением 
по угловым деформапиям для некоторых сече­
ний дано в работе [2]. Здесь для отдельных сече­
ний приведем сравнение по напряжениям с точ­
ными и приближенными решениями [3]. Так как 
в указанном источнике напряжения выражают­
ся через крутящий момент Т  (точное решение) 
или через относйтельныі^угол закручивания 
9  (приближенное решение), выразим напряже­
ния через эти параметры.
Касательные напряжения, выраженные че­
рез обобщенные перемещения согласно уравне­
ниям Коши и Гука при перемещениях
и = и  у  Z, V = -W^ X у , w = W  ^ X у  ■
64 16
Wp -  полярный
момент сопротивления,
совпадает с точным решением [3, с. 235].
2. Стержень прямоугольного сечения разме­
рами b x h  (h > b ) .
T b  Т
““  2 0,333/i6"
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1?^  = 0,333hb^ — момент сопротивления
при кручении.
Решение совпадает с точным при h lb > \6  .
Момент сопротивления при кручении в точ­
ном решении определяется формулой [3, с. 238]:
W ^= ahb\ где а  = 0,208^0,313 при /г/Ь = 1-10.
Наибольшее расхождение значений напря­
жений по предлагаемому и точному решениям 
обнаруживается при кручении стержня квадрат­
ного сечения и составляет 37,6% по отношению 
к точному решению.
Сравнение с приближенным решением [3, 
табл. 23, с. 248]:
по наибольшим касательным напряжениям
1. Стержень коробчатого квадратного сече­
ния (рис. 1 ).
8 0
Рис. 1. К о р о б ч а т о е  квадрат н ое  сечение  
Предлагаемое приближенное решение:
xTJ’ = 2 G ^ ^ 0  -  I G ^ m  = G60,
' C  = (Y + 1 ) ( ^ 0  ^
где t  — толщина стенок сечения; у ~ коэффици­
ент, зависящий от отношегшя b / t .
Для возмоности сопоставления результатов 
выразим касательное напряжение приближен­
ного решения через параметр Ъ.
Обозначим b / t = k b  /  t .  Тогда:
^ L  = (y+ i)G0  ь ^К„-
Предлагаемое п^5иближенное решение не 
зависит от отношения b / t ,  а приближенное ре­
шение по [3] — зависит.
Наибольшие касательные напряжения по 





Приближенное решение по [3]:
Зависимости между параметрами сечения
= К ^ ( у  + 1)/к„,
Величина отклонения предлагаемого прибли­
женного решения по отношению к аналогичному 
справочному, приведенная в таблице, вычислена по 
формуле:
Т аблица
kb/t 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 5,0 10,0 20,0
Y 1,154 1,681 2,194 2,701 3,206 3,709 4,713 9,720 19,723
К 1,436 1,341 1,278 1,234 1,202 1,177 1,143 1,072 1,036





1. Выполнена частичная сравнительная оцен­
ка универсального алгоритма приближен­
ного решения задачи кручения стержней 
(рам) произвольной геометрической струк­
туры.
2. Представленную математическую модель 
обеспечивают два алгебраических уравне­
ния, в коэффициенты которых помимо модуля 
сдвига входят ^ ійшь два геометрических пара­
метра — осевые моменты инерции. Сумма их
определяет угол закручивания, а разность — 
депланацию.
Получены окончательные формулы для вычис­
ления касательных напряжений при кручении 
элементов конструкций из однородного мате­
риала постоянного поперечного сечения в за­
висимости от крутящего момента и относитель­
ного угла закручивания.
Сравнение с некоторыми известными реше­
ниями обнаруживает достаточную для 
практических целей точность, по крайней 
мере, по наибо;п.шим напряжениям. Анализ 
сравнительной оценки показал: 
сравнение решений при кручении стержня 




решение задачи кручения стержня прямоуголь­
ного сечеішя совпадает с точным по наиболь- 1 .
шим напряжениям при соотношении сторон 
больше 1 ; 1 0 ; при меньших соотношениях сто­
рон результаты также вполне приемлемы, 
замечена тенденция быстрого уменьшения от- 2 . 
клонения результатов расчета с уменьше­
нием тотпцины стенок в коробчатом сечении 
при еравпении с приближенным решением. 
Алгоритм может быть использован в прак­
тике оперативной оценки вариантов конст- 3. 
руктивных решений при проектировании и 
модернизации конструкций.
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УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ МЕХАНИЗМА УСКОРИТЕЛЯ ДРОБИЛКИ 
КАК СИСТЕМЫ С ДВУМЯ СТЕПЕНЯМИ СВОБОДЫ
Крушевский А.Е., Воробьев В.В., Кондратюк В.Ф., Шепель С.Р.
The formula fo r  the calculation o f natural frequency o f stone crusher was derived.
Пусть (рис. 1):
(Pj -  угол поворота ротора двигателя;
Ф2 -  угол поворота вала, соединяющего ро­
тор с карданом;
Фз -  уі'ол поворота вала, соединяющего кар­
дан с ускорителем;
Ф4 -  угол поворота ускорителя;
-  момент инерции ротора электродвига­
теля;
J 4 -  момент инерции ускорителя.
4 -  ускоритель





• вал, соединяющий ротор двигателя с карданом
d \ _
d f
—  С 3  ( Ф 4  Ф з ) ,
где Cj, С3 -  жесткости валов 2 я 3 при круиении.
Передаточное число —  = ^ -у с л о в и е  ра-
Фз hi
венства окружных усилий в кардане.
Ф 1 - Ф 2  _  
Ф4 -Ф 3
- h i ,
где І23 ~ передаточное число кардана, включа­
ющего два шарнира Гука;
■  ho !
eosocj/cosaj
ę \-  Sin^af2os'^’<(f) К \-  Sin^ajCos^"if)’ 
где oCj -  угол между осью вала 2 и осью вилки со 
шлицами; -  угол между осью вала 3 и осью 
вилки со шлицами; Yi “  угол между плоскостью 
ведущей вилки с плоскостью осей: оси вала 2 и 
оси вилки со шлицами; Y2 “  угол между плоско­
стью ведомой вилки с плоекостью осей; оси вала 
3 и оси вилки со шлицами.
Итак, имеем систему двух дифференциаль­
ных уравнений и двух уравнений связей;
Р ис. 1. П рин ц и п и альн ая  м ех а н и ч ес к а я  сх ем а  м ех а н и зм а
На основании теоремы об изменении кине­
тического момента запишем:
Л ^ ^ - с 2 (Фі-Ф 2 );
f
d f
,  ч  г  d^ (D.
— (фі ~ Ф2)’ J .2 ~ (Ф4 ~ Ф з ) ’
Фз ~  ^ з Ф з ’
d f
Ф і Фз _  ^ihi
Ф4 -Ф 3
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